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Théoréme. Soit f: I x X — R une application. Supposons que
(i) pour tout u € I, x> f(u,x) € Ly (u),

(ii) p(de)
(iii) p(dz)

of
‘E)u(u’

alors la fonction F(u)
sur tout l'intervalle I, de dérivée

z)

—pp,u— f(u,z) est dérivable sur tout l'intervalle I,

— pp, pour tout u € 1

< g(x) avec g € Ly (1),

= [y flu,x)u(dz) est définie et dérivable

of

F(u) = [ S-(u2)u(da).

Théoréme (Levy (admis)). Soit, pour tout n € N, X,, une variable
aléatoire définie sur un espace probabilisé a valeurs dans R? et X une
variable aléatoire définie sur un espace probabilisé & valeurs dans RY.

Alors on a

X, 5 X o

vt € R ¢x, (t) — ox(1).

Lemme. Pour tout z € C et pour tout n € N*, on a :

exp(z) — (1 +

z)"
n

< exp(|2]) — <1 + L2 |>

On obtient donc que pour tout z € C

lim
n—-+o0o

(1 + Z)n = exp(z)

Démonstration. La formule du bindéme de Newton donne, pour tout

z € C,

exp(z) — <1 +

Z)";‘”Zj_ S <n>z
n ;)j! Jz%) j)ni

De plus, on a

() _1nm-1.(-@G-1) 1% (1 k)

n

ni gl nJ 3o
Si on reporte ce résultat dans I’égalité précédente, on obtient

exp(Z)—<1+i)n = iO ' Zn:[Z”Hl< _k>]

n iz J! 7' 2o n

IS oY [H(k)]

Pl k=0 n
Or, on sait que 1 — H (1 — 7) > 0, obtient donc :

s i;{ ﬁ(l_k>],

l
j=n+1 J° =0 k=0 n

exp(z) — (1 + Z)n

Nous obtenons donc le résultat avec l’égahte précédemment démontrée

appliquée a |z|. Enfin, comme In (1 + %) = |z| + o(1), on a que
lim,, 4 o0 (1 4k ‘) = exp(|z|) ce qui entraine d’apres 'inégalité tout
juste prouvée que lim,, o (1 + %)n = exp(2). ]

Proposition. Soit X une variable aléatoire. Si X admet un moment
d’ordre n alors ¢x est de classe C" et pour tout k € [1,n] et tout
teR, ona:

3 (1) = i / X* exp(it X )dP
Q

Démonstration. On sait que
e Pour tout t € R, z — exp(itx) est Px-intégrable.
e Pour tout k € [1,n],
o

5 exp(itz) = (iz)* exp(itz).
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On a donc

exp(itz)| < |z|F.

=

Par hypothese, on a que le terme de droite est Px-intégrable. On
a donc en appliquant k fois le théoreme de dérivation sous le signe
intégrale dépendant d’un parametre, pour tout ¢ € R,

®) () = ik / X* exp(it X ) dP.
Q
En particulier,
= "E[X"].
O

Lemme. 5i la variable aléatoire réelle X admet un moment d’ordre 2,
sa fonction caractéristique ¢x admet un développement limité d’ordre
2 en 0 donné par, pour tout t € R,

ox(t) =1+ itE[X] — t;E[XQ] + o(t?).

Démonstration. D’apres la proposition précédente, ¢ est C? donc par
la formule de Taylor-Young, on a :

ox(t) = 00) +1(0) + L% (0) + oft?)

2

— 14+ HE[X] - ’;E[)@] +o(82).

]

Théoréme. Soit X,, une suite de variables iid a valeurs dans R ad-
mettant un moment d’ordre 2. Alors

Y, — o l}nj(xi - E[XZ-])] £y N0, Var(Xy)).

Vi [

Démonstration. Les variables aléatoires X, sont indépendantes et de
méme loi, la fonction caractéristique de Y,, est donnée par, pour tout
teR,

o2 Fow-m (7)™ o (77)]

Le lemme précédent appliquée a la variable aléatoire réelle centrée
X; — E[X;], donne, pour tout ¢t € R,

t2

on) = [1- R0 R o (1))

= {1 - ;nVar(Xl) +o <;)

On a montré précédemment que cela implique que

n—-+4o0o

lim ¢y, (t) = exp <—t22Var(X1)> :

Le terme de gauche correspond a la fonction caractéristique d’une va-
riable aléatoire suivant une loi normale A (0, Var(X;)). Donc, d’apres
le théoreme de Levy, on obtient :

Y, -5 N(0, Var(X,)).

Lecons possibles : 218




